CAPITULO 1

LIMITES

1.1 CONCEPTO INTUITIVO

Supodngase que se tiene una funcion cualquiera, por ejemplo, y = x* + x, en la cual se le da un
valor arbitrario a la variable independiente x, tal como x =3.9. Entonces a la variable dependiente
ye le corresponde el valor de

y=3.92+39=19.11

En seguida se le da un nuevo valor a la variable x, por ejemplo de x =3. 99, con lo que le corres-
ponde a la variable ye un valor de

y=3.99"+3.99 =19.9101

El proceso se contintia, registrando los valores en una tabla como la siguiente:

X 3.9 3.99 3.999 3.9999
v | 19.11 | 199101 | 19.991001 | 19.99910001

Hasta aqui una calculadora muestra en la pantalla el valor de ye en forma exacta, pero si se pre-
tende obtenerlo para el siguiente valor de x, es decir, para x = 3.99999, como el correspondiente
valor de la variable ye consta de 12 digitos y la pantalla de la calculadora no tiene capacidad para
mostrar tantos digitos, redondea al final y eso no sirve para los efectos que se persiguen en este
estudio introductorio del concepto de limites, sino que se requieren valores exactos con todos los
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decimales que les corresponden. Sin embargo, al observar los sucesivos valores de la variable ye
en la tabla, se puede deducir facilmente una regla de formacion de cada uno de ellos:

a)  todos comienzan con 19;

b)  entre el punto decimal y el primer 1 van tantos nueves, menos uno, como los tiene la varia-
ble x en su parte decimal;

c) entre cada uno de los dos unos van tantos ceros, menos uno, como nueves tiene la variable

x en su parte decimal.

De manera que se puede ampliar la tabla anterior de esta forma:

X 3.9 3.99 3.999 3.9999999999
v | 19.11 | 19.9101 19.991001 19.99999999910000000001

etc.

Se ha colocado un etcétera al final de la tabla para dar a entender que el proceso no esta acabado,
sino que puede continuar indefinidamente, esto es que en un momento dado se puede llegar a tener
que x =3.99999999999999999999999999999999999999999999999999999999999 lo que corres-
ponde ya a la imaginacion, valga la redundancia, imaginar el valor que le corresponderé a la varia-
ble ye.Y mas y mas nueves sin que acabe nunca el proceso.

Se observa entonces que ambas variables se acercan cada vez mas a un valor en concreto: la x
se aproxima a 4 mientras que la ye tiende a 20. Esa es la idea de un limite, referida siempre a la
variable dependiente, es decir, se dice que el limite de ye es 20 cuando x se aproxima a 4.

Lo anterior se escribe:

lim y =20

x—4

Es importante tener en cuenta que la anterior igualdad no significa que la ye valga 20, sino el
limite y que el valor de cualquier limite es el valor al que tiende o se acerca dicha variable. Ademas,
que todo limite tiene una condicionante. En el caso anterior, la condicionante es que la variable x
tienda a 4. Dicho con otras palabras, el limite de ye es 20 (se acerca a 20) bajo la condicion de que
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la x se esté aproximando mds y mas a 4. Finalmente, en el ejemplo anterior, para escribir todo con

: : 2 I 1 s . .
la misma variable, como y = x~ + x, el limite se escribira de la siguiente manera:

lim (x2 + x) =20

x—4

y significa que la funcién x* + x se estd acercando al valor de 20 conforme la variable x tiende o
se aproxima a 4.

En este momento a mas de un estudiante ya se le habra ocurrido que si la variable x se hizo ten-
der al valor de 4 por la izquierda, también se pudo hacer por la derecha. Esto significa que se puede
aproximar al valor de 4 viniendo de valores més pequefios haciéndolos crecer lentamente, como lo
erael 3.999 , como también viniendo de valores un poco mayores haciéndolos disminuir, como por
ejemplo 4.0001.

\ 4
N

figura 1.1

Efectivamente, no importa por qué lado se haga la aproximacion de x al valor de 4, la funcion

x* +x de todos modos se acercaré a 20, como lo muestra la siguiente tabla, construida bajo el
mismo modelo de la anterior y en la que en la tltima celda el valor de la funcién x* + x se obtuvo
deduciendo la regla de formacion:

X 4.1 4.01 4.001 4.00000000001

etc...
x> +x 2091 20.0901 20.009001 20.0000000000900000000001

Ejemplo 1: Calcular el limite /im <3x2 —5x+ 7) , por medio de una tabla.

x—2

Soluciéon:  Dando a la variable x el valor de 1.9 se obtiene que
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3x*-5x+7=3(1.9)2-5(1.9)+7=8.33
Luego con x = 1.99 se obtiene
3x% - 5x+7=3(1.99)2 - 5(1.99) + 7 = 8.9303

Y asisucesivamente, cuyos valores se concentran en la siguiente tabla. El ultimo valor se dedujo
de la regla de formacion:

X 1.9 1.99 1.999 1.999999999999

etc...

3x*-5x+7 | 833 8.9303 8.993003 8.999999999993000000000003

Analizandola, se ve que mientras la variable x (condicionante) tiende a 2, por su parte la funcion

3x’ —5x + 7 seacercaa9. Entonces el limite es

lim(3x2 —5x+ 7) =9

x—2

Ejemplo 2: Calcular el limite /im (5)(2 + 9) por medio de una tabla.

x—>-5

Solucion:  Dando a la variable x el valor de x = - 4.9 se obtiene

5(- 4.9)*+9=129.05

Luego, con x = -4.99 para irse aproximando a - 5:
5(- 4.99)* + 9 = 133.5005

Continuando con x = -4.999
5(- 4.999)* + 9 = 133.950005

Ahora con x = -4.9999:
5(- 4.9999)* + 9 = 133.9950001

Y asi sucesivamente, cuyos valores se concentran en la siguiente tabla. El Gltimo valor se dedujo
de la regla de formacion:
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x -4.9 -4.99 -4.999 -4.9999 - 4.99999999

etc...
5¢°+9 | 129.05 | 133.5005 | 133.950005 | 133.9950001 | 133.999999500000001

Se ve que mientras x se aproxima a menos cinco, la funcion 5x° + 9 por su parte se acerca a
134. Entonces el limite buscado es

lim (Sx2 +9) =134

x—>-=5

1.2 LA DIVISION ENTRE CERO Y ENTRE INFINITO

Al estudiante, en alglin curso anterior, se le ha dicho que no debe dividir entre cero, o bien, que
la division entre cero da infinito, pero seguramente no le habran dicho por qué es asi. Con la idea
de limite que ya se tiene hasta este momento se puede explicar.

Si se divide cualquier cantidad, por ejemplo 12, entre 1, el cociente es 12. Si a continuacion el
mismo 12 se divide entre 2, el cociente es 6. El proceso de dividir 12 entre un nimero positivo cada
vez mas pequeio se puede registrar en una tabla con tres filas: en la primera fila se anotara el nume-
rador que sera siempre 12; el denominador sera el nimero positivo entre el que se esta dividiendo
el 12 y, finalmente, en la tercera fila se registrara el cociente de la division:

numerador 12 12 12 12 12
denominador 1 0.1 0.01 0.001 0.00000000000000001 | etc...
cociente 12 120 1200 12000 | 1200000000000000000

Se ve que mientras el denominador se hace cada vez mas chico, el cociente de la division es cada
vez mas grande. El “etcétera” al final de la tabla significa que el proceso no estd terminado alli, sino
que contintia indefinidamente, lo cual pertenece ya a la imaginacion, es decir, el estudiante debe
imaginar que cada segundo se puede afiadir un cero mas al denominador entre el punto decimal y
el 1, y otro y otro, durante un afio, durante un siglo y asi todo el tiempo, entonces el cociente de la
division respectiva igualmente ird agregando ceros, haciéndose mas y mas grande dicho cociente.

En conclusion: cuando el denominador se haya hecho tan pequeio que ya cueste trabajo imagi-
narlo, o simplemente porque por ser tan pequefio ya no sea aplicable absolutamente en nada, se
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tomara como cero; igualmente, el cociente se habra hecho tan enorme que se dira que es infinito.
Por eso la division entre cero da infinito.

Debe tomar en cuenta el estudiante que infinito no es nimero, sino un concepto, una idea de algo
que crecid tanto que se escapa de toda aplicacion, de toda escritura, de toda lectura posible. Algo
asi como pretender definir un nimero que consta, por ejemplo, de cincos desde aqui hasta la luna
y aun mucho mas all4. Es un niimero tan grande que no tiene lectura posible y tampoco aplicacion
en nada. Es algo que pertenece ya nada mas a la imaginacion. Y por no ser un numero, al infinito
no se le pueden aplicar las reglas que a los numeros.

Con un analisis similar, se puede ver que cualquier division entre infinito da cero, tomando cual-
quier numero para dividirlo entre un nimero cada vez mayor, como se hizo con el 12 en el caso

anterior de la division entre cero.

Escogiendo el 1:

numerador 1 1 1 1 1
denominador 1 10 100 1000 100000000000000000000 etc...
cociente 1 0.1 0.01 0.001 0.00000000000000000001

Se ve que mientras el denominador se hace cada vez mas grande, el cociente se hace cada vez
mas pequefio, de manera que cuando el denominador de tanto crecer llegue a infinito, el cociente
de tanto disminuir llegara a cero. Por eso, la division entre infinito da cero.

1.3 CALCULO DE LIMITES DE FUNCIONES

Retomando lo dicho en el apartado 1.1, se vio a través de tablas que

lim(x2 + x) =20

x—>4

lim(3x2 —S5x+ 7) =9 (ejemplo 1)

x—2
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lim (5)62 + 9) =134  (ejemplo 2)

x—>-5

El valor de esos limites puede obtenerse mas directamente sustituyendo el valor al que tiende la
x (el condicionante) en la funcion. Asi, en el primer caso, si se sustituye la x por 4 en la funcion
x” + x se obtiene el valor del limite 20. En el segundo caso, si se sustituye x por 2 en la funcion
3x” —5x+ 7 se obtiene el valor del limite 9. Y finalmente, en el tercer caso, si se sustituye la x

por - 5 en la funcion 5x” + 9 se obtiene el valor del limite 134. De hecho ésa es la regla general para
calcular cualquier limite.

La regla general para calcular cualquier limite consiste en sustituir el valor al que

tiende x en las equis que aparecen en la funcion.

Ejemplo 5: Calcular el limite lin15(6x2 —-3x+ l)

Solucion:  Aplicando la regla general para calcular limites, se sustituye en la funcion la x por 5:

. 2 _ 2_
lim(6x* =3x+1)=6(5)" ~3(5) +1

=136

de manera que

lim(6x> —3x +1)=136

x5

No olvidar el significado: Conforme la variable x se acerque mas y mas al valor de 5, la funcién

6x” —3x +1 seaproximara mas y mas a 136.

Ejemplo 6: Calcular el limite /im «/ 2x + 5

x—10

Solucion:  Aplicando la regla general para calcular limites, se sustituye en la funcion la x por 10:
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)Cllﬁnl10\/2x+5 A2 10

25 =5

es decir que

lim \2x+5 =5

x—10

Jxt—=13
Ejemplo 7: Calcular el limite /im NY T2

x—7 x—1

Solucion:  Aplicando la regla general para calcular limites, se sustituye en la funcion la x por 7:

. Jx =13 7713
=7 x—1 7-1

0 S€a

Jx* =13

Significa que mientras la variable x se aproxima mas y mas al valor 7, la funcion 1
X —

se acerca mas y mas al valor de 1.
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1.4 LIMITES INDETERMINADOS O INDEFINIDOS

Todo lo que se ha analizado hasta aqui no tiene sentido practico matematico mas que para com-
prender la idea o el concepto de un limite. Quede claro que el objetivo de analizar todo lo anterior
ha sido para que el estudiante capte dicho concepto. No mas.

Porque de nada sirve, por ejemplo, en la funcién y = x” acercarse con la variable x al valor de
cinco para ver qué le pasa a x* (hacia donde se aproxima). Aplicando las ideas anteriores se veria
que se acerca a 25. Pero, ;para qué acercarse con x a cinco en vez de que de una vez tome ese va-
lor? Efectivamente, eso seria lo practico y asi se llegaria directamente a que si la x vale cinco, la
funcion x” vale 25.

Lo que sucede es que a veces no se puede hacer eso porque se produce una operacion no valida
en matematicas y es alli cuando toma sentido la aplicacion de limites. Alli es donde comienza el
Célculo diferencial a entrar en accion.

Para explicar detalladamente lo anterior es necesario saber que existen operaciones no validas,
llamadas formas indeterminadas o bien formas indefinidas , de las cuales solamente dos de ellas
se van a mencionar en este curso. Son las divisiones

Son operaciones no validas porque darian tres resultados diferentes que las harian contradictorias,
si se les aplican las reglas generales siguientes:
0 .
a)  Cero entre lo que sea da cero. Por lo tanto, 0 por ser cero entre lo que sea debe ser igual

a CCro.

0
b)  Cualquier nimero entre cero da infinito (explicado en el apartado 1.2). Por lo tanto, rn por

ser cualquier cosa entre cero debe ser infinito.

. . 0 .
¢)  Cualquier nimero entre si mismo da 1. Por lo tanto, 0 por ser cualquier cosa entre si

misma debe ser 1.



10 limites

Sintetizando lo anterior se llegaria a que F = (0 = =1, lo que obviamente no es posible. Por

€s0 es una operacion no valida llamada forma indefinida . De la misma manera se puede deducir la

o0
invalidez de — aplicandole las misma reglas.
o0

0
1.4.1 FORMA 6 PARA FUNCIONES RACIONALES

Estaba dicho que a veces en matematicas se produce una operacion no valida, como por ejemplo

xt =1

cuando se quiere evaluar la funcién y = para x = 1. Sustituyendo se obtiene que

X —

que es una de las formas indeterminadas. En casos como éste es cuando toma sentido el concepto
de limite, porque en virtud de que no se puede investigar la funcién exactamente cuando la x vale
1, entonces lo que se hace es aproximarse con x a uno para observar hacia donde se acerca la fun-
cion.

Analizando con una tabla, como se hizo en el apartado 1.1:

X 0.9 0.99 0.999 0.999999999999999999999

x> =1 etc...
1.9 1.99 1.999 1.999999999999999999999

x—1

x* =1

x—1

Se ve que mientras la variable x tiende al valor 1, la funcién se acerca a 2, lo cual se

escribe, en terminologia de limites, como
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valor que no fue posible obtener con la regla general del calculo de limites (por sustitucion) en vir-
tud de que por medio de dicha regla se lleg6 a una forma indeterminada. Y es en este tipo de formas
indeterminadas donde realmente cobra sentido la teoria de los limites, antes no.

Pero calcular limites de funciones que dan formas indefinidas para ciertos valores de x, por me-
dio de tablas resulta muy engorroso. Entonces existen métodos analiticos para llegar a sus resultados
sin necesidad de elaborar tablas.

La siguiente es la regla con la cual se pueden obtener los valores de ciertos limites que dan la
: . 0 . .
forma indefinida rE Es importante tomar en cuenta la nota que aparece al final de dicha regla,

pues a partir de ella se puede facilitar mucho la factorizacion, la cual tiene validez si se cumple,

como dice al principio, que se tenga la forma indeterminada — , si no, no. Analicense con cuidado

los ejemplos.

REGLA 1
Si lim 14 (x)
XxX—>cC q(x)

= F , donde p(x) y q(x) son polinomios, entonces deben

factorizarse p(x) y q(x), simplificarse y volver a calcular el limite en la frac-
cion simplificada.

NOTA: (x-c) es factorde p(x) yde q(x).

>+ 7x-60
Ejemplo 8: Calcular el limite /im xz—x
=5 3x" =T7x-40

Soluciéon:  Aplicando primero la regla general (sustitucion):
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XX+ 7x-60 0
lim > =—
=5 3x° —Tx—40 0

Como se cumple la condicion que exige la regla 1, entonces deben factorizarse el numerador y
el denominador. Para ello se tienen dos opciones: una, recordar las reglas de factorizacion del
curso de Algebra del primer semestre; y dos, a partir de la nota de la regla 1, considerar que en
este caso (x - 5) es factor del numerador y del denominador.

Aplicando las reglas de factorizacion: Para el numerador se buscan dos nimeros que multiplica-
dos den - 60 y sumandos den +7. Son+ 12 y - 5. La factorizacion es

X+ Tx-60=(x+7)(x-5)
Notese como efectivamente un factor fue (x - 5), como ya estaba predicho.

Para el denominador, se buscan dos nimeros que sumados den - 7 y multiplicados den - 120.
Son - 15 y + 8. Entonces la factorizacion es:

3x* - Tx - 40 = 3x* - 15x + 8x - 40
=3x(x-5)+8(x-95)
=Bx+8)(x-5)

Un factor fue (x - 5) como sentenciaba la nota.

Entonces

P 47x-60 . (x+12)(x~5)
lim > = lim
=537 =Tx=40 5 (3x+8) (x5

x+12

=5 3x +8

__S+12
3(5)+38

17

23



limites 13

3 2
" +8x" —49

Ejemplo 9: Calcular el limite  /im —————
-7 x4 dx —21

Solucion:  Aplicando primero la regla general (sustitucion):

3 2 _7y 7V _
i 8 -49 _ (=7)+8(=7)-49 _ 0

-7 x> +4x-21 (_7)2+4(_7)_21 0

Como se cumple la condicion que exige la regla 1, entonces deben factorizarse el numerador y

el denominador. Para ello, a partir de la nota de laregla 1, (x + 7) es factor del numerador y del
denominador.

El otro factor se puede obtener por una simple division.

2

x +x-=7
x-3
3 2 N
x+7 x3+8x2+0x 49 x+7|m
il Sl £ S RN
x +0x “3x - 21
N +3x +21
—Tx —49 0
+ 7x + 49
0

Asi que

RS ey (47) (¢ +x-7)
o7 x4 dx =21 o1 M(x—?))

X +x-=7
= lim ———

x—>-1 x—3
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35 7
-10 2
5x° —6x” +2x -1
Ejemplo 10:  Calcular el limite /im a 5 a a
¥l 4x-3x-9
Solucion: Aplicando primero la regla general (sustitucion):

g SX 68 201 _ 5(1) —6(1)" +2(1) -1
=1 4y’ —3x-9 41 -3(1)-9

0
Obsérvese que como no_dio la forma indefinida 0 no tiene por qué aplicarse la regla 1 que

se venia aplicando en los ejemplos anteriores. De hecho, el resultado obtenido es cero y eso esta
perfectamente definido, de manera que el limite pedido es cero. Recuérdese que la regla 1 se
aplica cuando da una forma indeterminada, pero si en el primer paso ya se obtiene un valor con-

creto, ése ya es el resultado.
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EJERCICIO 1.1

Calcular los siguientes limites:

X +4x-5
n o lim——
=l x"+5x -6
; Ji 2x° -8
) e x -8

X +xr-10x-12

5) im 3
>-3  6x° +13x—15
7x* +9x —130
7) m 5
=-5 6x° +9x —-105
i x -8
9  lim—s——
=2 x° +3x-10
X +x-5x+3
1 lim—; >
=1 xT +2x" =Tx+4
3 +x—14
13)  lim———
=2yt —x+2
. 3x-12
15)  lim—————
=>4 5x - 20
. 3x
17)  lim—
x>0 Sx
19y  lim

0 3x? —5x

2)

4)

6)

8)

10)

12)

14)

16)

18)

20)

lim

2
x—x-2

x>l X7+ 4x +3

. x? —5x
lim——
=5 x* +5x—50
X +x-30
=3 x —x" —18
. 5x* —8x—1256
lim >
x—>8 x  —64

4 3
LoX —x
lim——7
X =5x"+8x—-4
lim

lim
x—3

lim

x5

lim

x—0

x—1

X —6x2+12x-7

x2-5x-6

x—3

x> = 11x+30

x—95

x> —1lx

X

x*=2x+1

x—1
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0
1.4.2 FORMA 6 PARA FUNCIONES IRRACIONALES

Para este apartado, conviene recordar que una funcion irracional es aquella que contiene raices
no exactas. Ejemplos de funciones irracionales son los siguientes:

a) y=

b) y=+x"-Tx+9

i

) X =5x-17
C =
X 22x* —13x + 11
N8 —Tx
d)

y:
Y +13x-13

3x —

N

g YyE—F

Igual que en el apartado anterior, pueden darse casos en los que no se puede evaluar una funcion
exactamente para cierto valor de la variable x. Por ejemplo, se quiere saber cuanto vale la funcion

J2x -1 =3

y= 5 cuando la x vale x=35. Si se sustituye se obtiene que y = o lo cual es una
x f—

forma indefinida, es decir, no se obtiene ninguna informacion.

Para estos casos se tiene la siguiente regla:
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REGLA 2:
()
Si lim ( ) = F , donde r(x) y/o q(x) son funciones irracionales, debe
X—>C q x

trasladarse el radical del numerador al denominador o viceversa, factorizar, sim-
plificar y volver a calcular el limite en la fraccion simplificada.

Nota 1: Para raices cuadradas, multiplicando el numerador y el denominador por el

conjugado de la funcion irracional se logra hacer la traslacion del radical.

Nota 2: Efectuar solamente la multiplicacion de los binomios conjugados, lo demas,

dejarlo indicado para facilitar la simplificacion.

Se entiende por trasladar un radical la realizacion de aquellas operaciones necesarias para que

el radical si esta en el numerador desaparezca de alli y aparezca en el denominador, o si esta en el

denominador desaparezca de alli y aparezca en el numerador. Los siguientes ejemplos aclararan esa

idea.

Ejemplo 11:

Solucidn:

) o4 2x-1-3
Calcular el limite lim———

x—5 x-=5

Aplicando primero la regla general (por sustitucion):

J2x-1-3  2(5)-1 -3

lim =

-5 x—5 5-5
_.h0—1 -3 0
B 5-5 0

0
Como da la forma indefinida E , entonces, de acuerdo con la nota de la regla 2, debe multi-

plicarse el numerador y el denominador por el conjugado del numerador (porque en el nume-

rador esta el radical), o sea por (,/ 2x -1 +3 ) . Haciéndolo:
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lim( 2x -1 -3)(J2x -1 +3)
= (x=5)(2x -1 +3)

Notese que en el numerador se tienen dos binomios conjugados, como si fuera (a - b) por (a + b) ,

donde a es la raiz cuadrada, por lo tanto su producto es el cuadrado del primero menos el cuadrado
del segundo. Ademas, conforme a la nota 2 de la regla 2, deben multiplicarse tinicamente los factores
del numerador, mientras que los del denominador tienen que dejarse indicados para facilitar la simpli-
ficacion:

. 2x—1-9
3 (x=5)(Vax—1+3)
) 2x-10

=lim
= (x=5)(V2x -1 +3)

lim 2(x—5)

3 (x=5)(V2x -1 +3)

. 2
- {f_’ﬁ / x—1 +3 Obsérvese como en este momento
del proceso el radical /2x —1 que
2

= originalmente estaba en el numera-
v2(5) -1 +3 dor, ahora aparece en el denomina-

dor. Por eso se dice que se traslada

= = el radical.
3+43 3
. . . x=17
Ejemplo 12:  Calcular el limite /im ———
=7 [3x+4 =5
Solucion: Aplicando primero la regla general para calcular limites (sustitucion):
) x=17 7-=17
lim =

=7 Bx+4 -5 [3(7)+4 -5
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77
5-5
_0
0

Como da la forma indefinida r y se trata de una funcion irracional (con radicales), entonces

es aplicable laregla 2. Multiplicando el numerador y el denominador por el conjugado del deno-

minador (es donde esta el radical), es decir por ( J3x+4 +5 ) :

. (x=7)(J/3x+4 +3)
S ([Bxr4 =5)(J3xr4 +5)

Notese, como en el ejemplo anterior, que en el denominador se tienen dos binomios conjugados,
como si fuera ( a-— b) por (a + b) ,donde a es la raiz cuadrada, por lo tanto su producto es
el cuadrado del primero menos el cuadrado del segundo. Ademas, conforme a la nota 2 de la

regla 2, deben multiplicarse tinicamente los factores del denominador, mientras que los del nu-
merador tienen que dejarse indicados para facilitar la simplificacion:

x—TN3x+4 +5
=lim ( )( ) Obsérvese como el radical
x—7 —
3x+4-25 A/3x +4 que originalmen-

(x - 7)(«/ 3x+4 + 5) te esta en el denominador,

en este momento del proceso
aparece ya en el numerador;

(ﬂ/) ( 1/3x +4 +5 ) por eso se dice que se trasla-

da el radical.

=lim
x—>7 3x —21

J3H+4 +5

3
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V25 +5 10

3 3

Jox+1 =5
Ejemplo 13:  Calcular el limite /im NAT D T

T o3

Solucion:  Aplicando primero la regla general para calcular limites (sustitucion):

i Jéx+1 -5 ~ Jo(4)+1 =5
=4 J2x+1 =3 J2(4)+1 -3

0
0
Como da la forma indefinida 6 y se trata de una funcidn irracional (con radicales), entonces

es aplicable laregla 2. En este caso, se debe hacer una doble traslacion de radicales, el del nume-
rador al denominador y el del denominador al numerador, multiplicando por sus respectivos

conjugados.
conjugados

5 (Vex+1-5)(Véx+1+5)(JVax+1 +3)
H“W_H“ (W—3) m+5)(m+3)

_— —_—

‘ conjugados

Conforme a la nota 2 de la regla 2, solamente conviene multiplicar los binomios conjugados en

el numerador y en el denominador, que son los que van a provocar la traslacion de los radicales,
los cuales son los dos primeros factores en el numerador y el primero y tercero en el denomina-
dor. Lo demas habra que dejarlo indicado para facilitar la simplificacion.

Haciéndolo, resulta:
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L (6x+1-25 (,/2x+1 +3)
‘xi”i (26+1-9)(Jor+1 +5)

Obsérvese como el radical
(6x—24 (,/2x+1 +3)
= Zim A 6x +1 que originalmente
x—> 4 _ ’
2x ( bx+1 +5 ) estaba en el numerador, en este

momento del proceso aparece ya
en el denominador; y el radical

— lim 6 (X/{f( v2x+1 + 3) +2x+1 que originalmente
=>4 9 ( x//lfﬂ NOx +1 + 5) estaba en el denominador, en

este momento del proceso apare-
ce ya en el numerador; por eso
se dice que se trasladaron los
radicales.

x4 2( 6x+1 +5
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EJERCICIO 1.2

Calcular los siguientes limites:

. A 7x+1 -6
1) lim —mM8M

x5 x_S

3) im

5) lim

7) lim

9) im

4)

6)

8)

10)

lim
x—2 X — 2
2x — 20

VJ5x+300 —20

T o -7
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o0
1.4.3 FORMA — PARA FUNCIONES RACIONALES
o0

La ultima forma indefinida que se va a estudiar en este curso es aquella en la que se obtiene el

cociente — , cuando la variable x tiende a infinito. La regla para eliminar la forma indefinida
o0

es la siguiente:

REGLA 3:
oo p(x) w AR
Si lim =— ,endonde p(x) y q(x) son polinomios, dividir numera-
x> q(x) o0

dor y denominador entre la mayor potencia de x que aparezca, simplificar cada
fraccion y volver a calcular el limite.

NOTA: Recordar que cualquier cantidad entre infinito es igual a cero

4’ +5x° +3x -9
Ejemplo 14:  Calcular el limite  /im —————
e 2x" +11x7 + 7x =1

Solucidon:  Aplicando primeramente la regla general para calcular limites (sustitucion):

45 +5x* +3x -9 0

im 5 > =
oo 2x? +11x" + 7x —1 0
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Aplicando la regla 3, debe dividirse numerador y denominador entre la mayor potencia que
aparece, que €s x°:

4x° 5x° 3x 9

4%° +5x° +3x -9 I S S R
mm 3 > = um 3 3

oo 2" +11x" +Tx—1 xow DX 11x Tx 1
)C3 x3 X3 _7

425,39

=1 X X X

AL T T

X xz )C3

Al volver a calcular el limite (sustituir), se obtienen varias divisiones entre infinito (las que
tienen denominador x), lo cual da cero.

4+i+i_i
_ 0 0 0
2+£+l_i

o0 o0 o0

~4+0+0-0
2+40+0-0
2
3x+7

Ejemplo 15:  Calcular el limite  /im ———————
> 5x"+x -9

Solucion:  Aplicando la regla general (sustituir) para calcular limites se obtiene:

. 3x+7 o0
lim ——— =
oo 5x° +x-9 0

Por lo tanto, le corresponde la regla 3. Dividiendo numerador y denominador entre x*, que
es la mayor potencia de x que aparece, se obtiene:
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3x 7
2 2
/ §x—+7:lim 2x X
xvo 5yt +x—9  xow Sx X 9
R
3 7
:Z. X X
xﬂi5+l;_il
x x2

Al volver a calcular el limite (sustituir), se obtienen varias divisiones entre infinito (las que
tienen denominador x), lo cual da cero.

3 7
_— + _—
__ o ™
1
S+—- 2
0  ®
. 0+0
5+40-0
5
) o oo xtP+x-11
Ejemplo 16:  Calcular el limite de /im “ae_5
X —>00 x —

Solucion:  Primero debe aplicarse la regla general de limites que es sustituir:

+x—11 w+owo-11

li =
A 3(0) -5
-2
- e}

Por lo tanto, le corresponde la regla 3. Dividiendo numerador y denominador entre x”, que
es la mayor potencia de x que aparece, se obtiene:
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EJERCICIO 1.3

Calcular los siguientes limites:

1))

3)

5)

7)

9)

lim

X—>0

lim

X—>0

X +4x? +7x -1

45 +8x* —x -4

45> +9
xt+xt -7
3x2 —5x—11

3x° +5x* =11x =13

S5x+12
10x —-13
2x* —x -3
8x* +2x —1

2)

4)

6)

8)

10)

. 4x* —x+8
lim ———
oo 4x” +5x—7

2x X+ X7 -8

lim
x>0 5x-9

. 6x° —6x—75
lim 3 >
oo 3x” +3x° —9x +13

Ix* +x+4
im————
x>0 Tx® 4+ 21x -3

X+ —x+1
lim >
xoe S5xT 4+ 5x -3




